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Borne sur le degre´ des polynoˆmes
presque parfaitement non-line´aires
Franc¸ois Rodier∗
Re´sume´
Nyberg a de´fini la notion de la non-line´arite´ presque parfaite (APN)
pour caracte´riser les fonctions qui ont la meilleure re´sistance aux at-
taques diffe´rentielles. Nous montrons ici que pour beaucoup de fonc-
tions boole´ennes APN, le nombre de ses variables est borne´ par une
expression de´pendant du degre´ de cette fonction.
English extended abstract
The vectorial Boolean functions are employed in cryptography to
build block coding algorithms. An important criterion on these func-
tions is their resistance to the differential cryptanalysis. Nyberg de-
fined the notion of almost perfect non-linearity (APN) to study resis-
tance to the differential attacks. Up to now, the study of functions
APN was especially devoted to the function powers. Recently some
people showed that certain quadratic polynomials were APN.
Here, we will give a criterion so that a function is not almost
perfectly non-linear.
H. Janwa showed, by using Weil’s bound, that certain cyclic codes
could not correct two errors. A. Canteaut showed by using the same
method that the functions powers were not APN for a too large value
of the exponent. We use Lang and Weil’s bound and a result of
P. Deligne (or more exactly an improvement given by Ghorpade and
Lachaud) on the Weil’s conjectures about surfaces on finite fields to
generalize this result to many polynomials. We show therefore that
these polynomials cannot be APN if their degrees are too large. We
study many examples, and make some computation, showing that one
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does not get any new APN function for a polynomial on a field with
at most 512 elements.
1 Introduction
Les fonctions boole´ennes vectorielles sont employe´es dans la cryptographie
pour construire des algorithmes de chiffrement par bloc. Un crite`re impor-
tant sur ces fonctions est une re´sistance e´leve´e a` la cryptanalyse diffe´rentielle.
Nyberg [20] a de´fini la notion de la non-line´arite´ presque parfaite (APN)
qui caracte´rise les fonctions qui ont la meilleure re´sistance aux attaques
diffe´rentielles.
Une fonction boole´enne f a` m variables est d’autant plus re´sistante aux
attaques diffe´rentielles que la valeur de δ est plus petite ou`
δ = sup
α6=0,β
#{x ∈ Fm2 | f(x+ α) + f(x) = β}.
Les fonctions APN sont celles qui atteignent la plus petite valeur de δ, c’est-
a`-dire 2.
Jusqu’ici, l’e´tude des fonctions APN a surtout e´te´ consacre´e aux fonctions
puissances (voir par exemple [6, 11, 12, 13]). Re´cemment l’e´tude s’est e´largie
a` d’autres fonctions, en particulier aux polynoˆmes quadratiques (Pott, Carlet
et al.[14, 2]) ou a` des polynoˆmes sur des petits corps (Dillon [10]).
Divers auteurs (Berger, Canteaut, Charpin, Laigle-Chapuy [1], Byrne et
McGuire [3], Jedlicka [16] ou Voloch [22]) ont de´montre´ l’impossibilite´ de la
proprie´te´ pour une fonction d’eˆtre APN dans certains cas.
Nous montrons ici que pour beaucoup de fonctions polynomiales APN f
sur F2m , le nombre m est borne´ par une expression de´pendant du degre´ de
f .
Nous utilisons pour cela une me´thode de´ja` initie´e par H. Janwa qui a
montre´, en utilisant la borne de Weil, que certains codes cycliques ne pou-
vaient pas corriger deux erreurs [18]. A. Canteaut a montre´ en utilisant la
meˆme me´thode que certaines fonctions puissances n’e´taient pas APN pour
une valeur trop grande de l’exposant [5]. Nous avons pu ge´ne´raliser ce re´sultat
a` tous les polynoˆmes en utilisant des re´sultats de Lang-Weil et de P. Deligne
(ou plus exactement des ame´liorations, due a` Ghorpade et Lachaud) sur les
conjectures de Weil.
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Nous terminons cette article par l’e´tude des polynoˆmes de petit degre´.
Une partie de ces re´sultats a fait l’objet d’une publication partielle pour
le colloque BFCA08.
2 Pre´liminaires
Pour a ∈ Fm2 ∗, l’e´quation f(x + a) + f(x) = b a e´videmment un nombre
pair de solutions, et en a au moins une pour un b dans Fm2 . D’ou` la de´finition
suivante.
De´finition 2.1 Une fonction f : Fm2 −→ Fm2 est APN si et seulement si pour
tout a ∈ Fm2 ∗ et tout b ∈ Fm2 , l’e´quation
f(x+ a) + f(x) = b
n’a au plus que 2 solutions.
2.1 Polynoˆmes e´quivalents
Posons q = 2m. Au lieu de fonctions dans Fm2 , on parlera de polynoˆmes
dans Fq, ce qui est e´quivalent pour les polynoˆmes de degre´ au plus 2
m − 1.
Un polynoˆme q-affine est un polynoˆme dont les monoˆmes sont de degre´ 0
ou une puissance de 2. Les propositions suivantes sont claires.
Proposition 2.1 La classe des fonctions APN est invariante par addition
d’un polynoˆme q-affine.
Nous prendrons de´sormais pour f une application polynomiale de F2m
dans lui meˆme qui n’ait pas de termes de degre´ une puissance de 2 ni de
terme constant.
Proposition 2.2 Pour tout a, b et c dans Fq le polynoˆme cf(ax + b) est
APN si et seulement si le polynoˆme f l’est.
2.2 L’e´quivalence au sens de Carlet-Charpin-Zinoviev
Carlet, Charpin et Zinoviev ont de´finit une relation d’e´quivalence entre
fonctions boole´ennes [8]. Pour une fonction f de Fm2 dans lui-meˆme on note
Gf le graphe de la fonction f :
Gf = {(x, f(x)) | x ∈ Fm2 }.
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De´finition 2.2 On dit que les fonctions f, f ′ : Fm2 −→ Fm2 sont e´quivalentes
au sens de Carlet- Charpin-Zinoviev (on parle aussi de CCZ e´quivalence) s’il
existe une permutation line´aire L : F2m2 −→ F2m2 telle que L(Gf ) = Gf ′ .
D’apre`s [8] si f et f ′ sont CCZ e´quivalentes, alors f est APN si et seulement
si f ′ l’est.
2.3 Les monoˆmes APN connus
Il sont de´crits dans la monographie de Carlet [7] ou` on trouvera les
re´fe´rences des de´monstrations.
Les fonctions f(x) = xd suivantes sont APN sur F2m , ou` d est donne´ par :
– d = 2h + 1 ou` pgcd(h,m) = 1 (fonctions de Gold).
– d = 22h − 2h + 1 ou` pgcd(h,m) = 1 (fonctions de Kasami).
– d = 2(m−1)/2 + 3 avec m impair (fonctions de Welch).
– d = 2(m−1)/2 + 2(m−1)/4 − 1, ou` m ≡ 1 (mod. 4),
d = 2(m−1)/2 + 2(3m−1)/4 − 1, ou` m ≡ 3 (mod. 4) (fonctions de Niho)
– d = 2m − 2, pour m impair ;
– d = 24m/5+23m/5+22m/5 +2m/5−1, ou` m est divisible par 5 (fonctions
de Dobbertin).
Les fonctions de Gold et de Kasami sont les seules connues ou` d est
inde´pendant de m et qui donnent des fonctions APN pour une infinite´ de
valeurs de m.
3 Caracte´risation des fonctions APN
Proposition 3.1 La fonction f : F2m −→ F2m est APN si et seulement si la
surface affine
f(x0) + f(x1) + f(x2) + f(x0 + x1 + x2) = 0
a tous ses points rationnels contenus dans la surface (x0 + x1)(x2 + x1)(x0 +
x2) = 0.
De´monstration. –
Pour que la fonction f : F2m −→ F2m soit APN il faut et il suffit que pour
tout α ∈ Fm2 , α 6= 0 et pour tout β ∈ Fm2 ,
#{x0 ∈ Fm2 : f(x0) + f(x1) = β , x0 + x1 = α} ≤ 2
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c’est-a`-dire que pour tout α ∈ Fm2 , α 6= 0 et pour tout β ∈ Fm2 , il n’ y ait pas
4 e´le´ments distincts x0, x1, x2, x3 de F
m
2 qui ve´rifient{
x0 + x1 = α, f(x0) + f(x1) = β
x2 + x3 = α, f(x2) + f(x3) = β
Cela revient a` dire qu’il n’y a pas 3 e´le´ments distincts x0, x1, x2 de F
m
2
qui ve´rifient
f(x0) + f(x1) + f(x2) + f(x0 + x1 + x2) = 0
autrement dit que la surface affine
f(x0) + f(x1) + f(x2) + f(x0 + x1 + x2) = 0
a tous ses points rationnels contenus dans la surface (x0 + x1)(x2 + x1)(x0 +
x2) = 0.
Avant d’e´noncer un corollaire, remarquons que le polynoˆme f(x0)+f(x1)+
f(x2) + f(x0 + x1 + x2) est divisible par (x0 + x1)(x2 + x1)(x0 + x2), par
conse´quent le quotient
f(x0) + f(x1) + f(x2) + f(x0 + x1 + x2)
(x0 + x1)(x2 + x1)(x0 + x2)
de´finit bien un polynoˆme de degre´ d − 3 ou` d est le degre´ de f . On ve´rifie
facilement que ce polynoˆme est nul si et seulement si f est un polynoˆme
q-affine.
Corollaire 3.1 Si l’application polynomiale f (de degre´ d ≥ 5) est APN et
si la surface affine X
f(x0) + f(x1) + f(x2) + f(x0 + x1 + x2)
(x0 + x1)(x2 + x1)(x0 + x2)
= 0
est absolument irre´ductible, alors la surface projective correspondante X ad-
met au plus 4((d−3)q+1) point rationnels, ou` d est le degre´ de f et q = 2m.
De´monstration. –
Si f est APN, alors f n’est pas un polynoˆme q-affine et l’e´quation ci-
dessus de´finit bien une surface de degre´ plus grand que 2. Si la surface X
contenait le plan x0 + x1 = 0, elle serait e´gale a` ce plan puisque la surface X
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est irre´ductible et serait de degre´ 1, ce qui est contraire a` l’hypothe`se. Par
conse´quent, elle coupe le plan x0 +x1 = 0 suivant une courbe de degre´ d− 3.
Cette courbe admet au plus (d− 3)q+1 points rationnels d’apre`s Serre [21].
De meˆme pour le plan a` l’infini.
Si f est APN, la surface X n’a pas d’autre points rationnels que ceux de la
surface (x0+x1)(x2+x1)(x0+x2) = 0, qui est re´union du plan x0+x1 = 0 et de
ses syme´triques, ou du plan a` l’infini. Donc elle admet au plus 4((d−3)q+1)
point rationnels.
4 Borne infe´rieure pour le degre´ d’un poly-
noˆme APN
4.1 Une premie`re borne
The´ore`me 4.1 Soit f une application polynomiale de F2m dans lui meˆme,
d son degre´. Supposons que la surface X d’e´quation affine
f(x0) + f(x1) + f(x2) + f(x0 + x1 + x2)
(x0 + x1)(x2 + x1)(x0 + x2)
= 0 (1)
soit absolument irre´ductible. Alors, si d < 0, 45q1/4 + 0, 5 et d ≥ 9 , f n’est
pas APN.
De´monstration. –
D’une ame´lioration d’un re´sultat de Lang-Weil [19] par Ghorpade-Lachaud
([15, section 11]), on de´duit
|X(F2m)− q2 − q − 1| ≤ (d− 4)(d− 5)q3/2 + 18d4q.
D’ou`
X(F2m) ≥ q2 + q + 1− (d− 4)(d− 5)q3/2 − 18d4q.
Par conse´quent, si q2 + q + 1− (d− 4)(d− 5)q3/2 − 18d4q > 4((d− 3)q + 1),
alors X(F2m) > 4((d− 3)q + 1), et donc f n’est pas APN.
Cette condition s’e´crit
q − (d− 4)(d− 5)q1/2 + (−18d4 − 4d+ 13)− 3/q > 0
La condition est ve´rifie´e pour q1/2 > 13, 51−5d+4, 773d2 si d ≥ 2. Ou encore
pour d < 0, 45q1/4 + 0, 5 et d ≥ 9.
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4.1.1 Irre´ductibilite´ de X
La proposition suivante donne un crite`re pour que la surface X soit
irre´ductible.
Proposition 4.1 Soit f une application polynomiale de F2m dans lui meˆme,
d son degre´. Supposons que la courbe X∞ d’e´quation
xd0 + x
d
1 + x
d
2 + (x0 + x1 + x2)
d
(x0 + x1)(x2 + x1)(x0 + x2)
= 0
soit absolument irre´ductible. Alors la surface X d’e´quation (1) est absolument
irre´ductible.
De´monstration. –
L’intersection X∞ de la surface X avec le plan a` l’infini a comme e´quation
xd0 + x
d
1 + x
d
2 + (x0 + x1 + x2)
d
(x0 + x1)(x2 + x1)(x0 + x2)
= 0
puisque xd est la composante de degre´ d du polynoˆme f(x). Puisque la courbe
X∞ est absolument irre´ductible il en va de meˆme de la surface X donc de X.
Janwa, McGuire et Wilson [17] ont e´tudie´ la courbe X∞ et ont de´duit un
certain nombre de cas ou` elle est absolument irre´ductible.
Proposition 4.2 La courbe X∞ est absolument irre´ductible pour les valeurs
de d ≡ 3 (mod. 4) et pour les valeurs de d ≡ 5 (mod. 8) et d > 13.
Remarque 4.1 La proposition 4.1 donne une condition suffisante mais pas
ne´cessaire. Voir la section 5.
On peut aussi regarder l’intersection de X avec le plan x2 = a ou avec le
plan x1 + x2 = a.
Proposition 4.3 Soit f une application polynomiale de F2m dans lui meˆme,
d son degre´. Supposons que la courbe Xa d’e´quation
f(x0) + f(x1) + f(a) + f(x0 + x1 + a)
(x0 + x1)(a+ x1)(x0 + a)
= 0
soit absolument irre´ductible. Alors la surface X d’e´quation (1) est absolument
irre´ductible.
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Proposition 4.4 Soit f une application polynomiale de F2m dans lui meˆme,
d son degre´. Supposons que la courbe Ya d’e´quation
Fa(x, y) =
f(x0) + f(x1) + f(x1 + a) + f(x0 + a)
(x0 + x1)(x0 + x1 + a)
= 0
soit absolument irre´ductible. Alors la surface X d’e´quation (1) est absolument
irre´ductible.
C’est la meˆme courbe que Voloch conside`re dans [22].
4.2 Une deuxie`me borne
Sons certaines conditions, on peut obtenir une borne meilleure pour la
dimension.
The´ore`me 4.2 Soit f une application polynomiale de F2m dans lui meˆme,
d son degre´. Supposons que la surface projective X associe´e a` la surface X
d’e´quation affine
f(x0) + f(x1) + f(x2) + f(x0 + x1 + x2)
(x0 + x1)(x2 + x1)(x0 + x2)
= 0
n’ait que des points singuliers isole´s. Alors, si d ≥ 10 et d < q1/4+4 , f n’est
pas APN.
De´monstration. –
Notons bi le i
e`me
nombre de Betti de X, c’est-a`-dire la dimension de l’es-
pace de cohomologie ℓ-adique de X a` support compact, et b′i le i
e`me
nombre
de Betti primitif, e´gal a` bi pour i impair et a` bi − 1 pour i pair.
D’apre`s une ame´lioration d’un re´sultat de Deligne [9] par Ghorpade-
Lachaud ([15], corollaire 7.2), on en de´duit
|X(F2m)− q2 − q − 1| ≤ b′1(2, d− 3)q3/2 + (b2(3, d− 3) + 1)q
≤ (d− 4)(d− 5)q3/2 + (d3 − 13d2 + 57d− 82)q
D’ou`
X(F2m) ≥ q2 + q + 1− (d− 4)(d− 5)q3/2 − (d3 − 13d2 + 57d− 82)q.
Par conse´quent, si
q2 + q + 1− (d− 4)(d− 5)q3/2 − (d3 − 13d2 + 57d− 82)q > 3((d− 3)q + 1),
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alors X(F2m) > 4((d − 3)q + 1), et donc f n’est pas APN. Cette condition
s’e´crit
q + (−d2 + 9d− 20)q1/2 + (−d3 + 13d2 − 61d+ 95)− 2
q
> 0.
La condition est ve´rifie´e pour q > d4 − 16d3 + 94d2 − 228d + 173 de`s que
d ≥ 6. Ou encore pour d < q1/4 + 4 de`s que d ≥ 10.
4.2.1 Non-singularite´ de X∞
The´ore`me 4.3 Soit f une application polynomiale de F2m dans lui meˆme,
d son degre´. Supposons que la courbe X∞ d’e´quation
xd0 + x
d
1 + x
d
2 + (x0 + x1 + x2)
d
(x0 + x1)(x2 + x1)(x0 + x2)
= 0
soit lisse. Alors la surface X n’a que des points singuliers isole´s.
Demonstration
La de´monstration du the´ore`me 4.1 montre que X∞ est l’intersection de X
avec l’hyperplan a` l’infini. Puisque la courbe X∞ est absolument irre´ductible
il en va de meˆme de la surface X.
On peut de´duire que la surface X est re´gulie`re en codimension 1 (c’est-
a`-dire n’a que des points singuliers isole´s) si la courbe X∞ est non-singulie`re
(cf. Ghorpade-Lachaud [15], corollaire 1.4).
Janwa, et Wilson [18] ont e´tudie´ la courbe X∞ et ont de´duit un certain
nombre de cas ou` elle est non singulie`re.
Proposition 4.5 La courbe X∞ est non singulie`re pour les valeurs de d =
2l + 1 ou`
– l est un entier impair tel qu’il existe un entier r avec 2r ≡ −1 (mod. l).
– l est un nombre premier plus grand que 17 tel que l’ordre de 2 modulo
l soit (l − 1)/2.
En particulier la premie`re condition est satisfaite si l est un nombre premier
congru a` ±3 modulo 8. Parmi les degre´s infe´rieurs a` 100, on trouve 7, 11, 19,
23, 27, 35, 39, 47, 51, 55, 59, 67, 75, 83, 95.
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4.3 La surface X ne peut pas eˆtre lisse
On pourrait se poser la question de savoir si la surface X peut eˆtre lisse,
ce qui ame´liorerait encore les bornes sur le degre´ des fonctions APN. Ce ne
peut eˆtre le cas. Soit en effet
φ(x0, x1, x2) =
f(x0) + f(x1) + f(x2) + f(x0 + x1 + x2)
(x0 + x1)(x2 + x1)(x0 + x2)
l’e´quation affine de la surface X. Les points singuliers de cette surface X sont
sur les surfaces d’e´quation φ′xi(x0, x1, x2) = 0 ou` on note φ
′
xi
la de´rive´e de φ
par rapport a` xi.
Lemme 4.1 Le polynoˆme x1 + x2 divise φ
′
x0(x0, x1, x2) = 0.
De´monstration
Il suffit de montrer le lemme pour chaque monoˆme de f . Si on fait le
changement de variable x1+x2 = t, le polynoˆme φ devient, pour un monoˆme
de degre´ r
ψ(x0, x1, t) =
xr0 + x
r
1 + (x1 + t)
r + (x0 + t)
r
(x0 + x1)(x0 + x1 + t)t
=
r(xr−11 + x
r−1
0 ) + tg(x0, x1, t)
(x0 + x1)(x0 + x1 + t)
ou` g(x0, x1, t) est un polynoˆme. En de´rivant par rapport a` x0, cela donne
ψ′x0(x0, x1, t) =
r(r − 1)(xr0 + xr−20 x21) + tg1(x0, x1, t)
(x0 + x1)2(t+ x0 + x1)2
ou` g1(x0, x1, t) est un polynoˆme. Cela montre le lemme car r(r − 1) ≡
0 (mod. 2).
Par conse´quent l’intersection de la droite x0 = x1 = x2 avec la surface
affine X est forme´ de points singuliers de X.
Si la surface projective X ne rencontre pas la droite en des points a`
distance finie, elle ont un point commun d’ordre d − 3 a` l’infini. L’e´quation
φ(u, u, u) = 0 n’a pas de solution, donc φ(u, u, u) est une constante non-nulle
a0. Soit Φ(x0 : x1 : x2 : z) l’e´quation projective de la surface X. Elle est
e´gale a` zd−3φ(x0
z
, x1
z
, x2
z
), donc on a Φ(1, 1, 1, z) = zd−3φ(1
z
, 1
z
, 1
z
) = zd−3a0. La
formule
x0Φ
′
x0
+ x1Φ
′
x1
+ x2Φ
′
x2
+ zΦ′z = (d− 3)Φ(x0, x1, x2, z)
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restreinte a` la droite x0 = x1 = x2 devient donc zΦ
′
z = (d − 3)zd−3a0, d’ou`
Φ′z = (d − 3)zd−4a0 sur cette droite. Par conse´quent Φ′z(1, 1, 1, 0) = 0 et le
point (1, 1, 1, 0) est bien singulier si d ≥ 5.
5 Autres exemples
5.1 Binoˆmes
Proposition 5.1 Soient d et r deux entiers tels que d > r ≥ 3, et soit
f(x) = xd + axr, avec a ∈ Fq. Soit φs le polynoˆme
xs0 + x
s
1 + x
s
2 + (x0 + x1 + x2)
s
(x0 + x1)(x2 + x1)(x0 + x2)
pour s = d ou r. Supposons que (φd, φr) = 1 et que
– ou bien φd se de´compose en facteurs distincts sur F2m et r ≥ 5 ;
– ou bien φr se de´compose en facteurs distincts sur F2m.
Alors, si d < 0, 45q1/4 + 0, 5 et d ≥ 9 , f n’est pas APN.
De´monstration
L’e´quation de la surface X associe´e a` f est φd+aφr = 0. Le lemme suivant
montre que cette surface est irre´ductible sous les hypothe`ses faites.
Lemme 5.1 Soit Φ(x, y, z) ∈ F2m [x, y, z] la somme de deux polynoˆmes ho-
moge`nes, c’est-a`-dire Φ = Φr + Φd ou` Φi est homoge`ne de degre´ i, et r < d.
Supposons que (Φr,Φd) = 1 et que
– ou bien Φr se de´compose en facteurs distincts sur F2m et r ≥ 1 ;
– ou bien Φd se de´compose en facteurs distincts sur F2m et r ≥ 0.
Alors Φ est absolument irre´ductible sur F2m.
De´monstration –
On fait le meˆme raisonnement que Byrne et McGuire dans l’article [3,
lemme 2]. La preuve fonctionne aussi dans le cas des polynoˆmes a` trois vari-
ables. Elle fonctionne aussi dans le deuxie`me cas du lemme (Φd se de´compose
en facteurs distincts sur F2m et r ≥ 0).
Par exemple, la proposition 5.1 montre que le polynoˆme x13 + ax7 avec
a 6= 0 ne peut eˆtre APN que si m ≤ 19, car le polynoˆme φ7 est irre´ductible
et ne divise pas φ13 d’apre`s [18].
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On a aussi la proposition suivante due pour l’essentiel a` F. Voloch.
Proposition 5.2 Soit f(x) = xd + cxr, ou` c ∈ F∗2, r < d sont des entiers,
non tous les deux pairs, et non plus une puissance de 2 et tels que (d−1, r−1)
soit une puissance de 2. Alors, si d < 0, 45q1/4 + 0, 5 et d ≥ 9 , f n’est pas
APN.
De´monstration –
F. Voloch a montre´ dans [22] que ces hypothe`ses impliquaient que la
courbe
Fa(x, y) =
f(x0) + f(x1) + f(x1 + a) + f(x0 + a)
(x0 + x1)(x0 + x1 + a)
est irre´ductible dans F2[x, y, a].
Remarque 5.1 L’e´nonce´ de cette proposition [22, Theorem 3] supposait que
r et d e´taient premiers entre eux. F. Voloch m’a communique´ que ce n’e´tait
pas ne´cessaire.
5.2 Polynoˆmes de degre´ 3 ou 5
D’apre`s la proposition 2.1, il suffit de regarder les polynoˆmes de la forme
a5x
5+a3x
3. Ces polynoˆmes sont combinaison line´aires de plusieurs monoˆmes
de la forme x2
i+1 et ils ne peuvent pas eˆtre APN d’apre`s [1] sauf si a3 ou a5
est nul, auquel cas ce sont des fonctions de Gold.
5.3 Polynoˆmes de degre´ 6
Proposition 5.3 Soit f(x) = x6 + a5x
5 + a3x
3 un polynoˆme de degre´ 6. Le
polynoˆme f est APN si et seulement si a3 = a5 = 0. Il est alors e´quivalent
a` un fonction de Gold.
De´monstration –
Il est facile de ve´rifier que la surface X associe´e ne contient un hyperplan
que si a3 = a
3
5. Donc elle est absolument irre´ductible, sauf si a3 = a
3
5. Dans ce
cas-ci, on ve´rifie que la surface X se de´compose en 3 hyperplans d’e´quation
x0 + x2 + a5 = 0, x0 + x1 + a5 = 0, a5 + x1 + x2 = 0 et la fonction f n’est pas
APN si a5 6= 0, d’apre`s la proposition 3.1.
Si a3 6= a35 et a3 = 0, on a donc f(x) = x6 + a5x5. Comme a5 6= 0, on
se rame`ne par une transformation affine (cf. proposition 2.2) a` a−65 f(a5x) =
12
x6 + x5. Des points de la surface affine X sont alors(
1
λ(1 + λ)
,
λ3
λ(1 + λ)
, 1
)
avec λ ∈ Fq − F2. Si m ≥ 3, ils ne sont pas sur la surface d’e´quation (x0 +
x1)(x2 + x1)(x0 + x2) = 0, donc la fonction f(x) = x
6 + a5x
5 avec a5 6= 0
n’est jamais APN, d’apre`s la proposition 3.1.
Si a3 6= a35 et si, de plus, a3 6= 0, alors la surface X n’a que des singu-
larite´s isole´es et la fonction f ne peut eˆtre APN que si m ≤ 4 d’apre`s la
de´monstration du the´ore`me 4.2. D’apre`s [4], ces fonctions ne peuvent pas
eˆtre APN.
5.4 Polynoˆmes de degre´ 7
Proposition 5.4 Soit f un polynoˆme de degre´ 7. Pour m ≥ 3, le polynoˆme
f ne peut eˆtre APN que s’il est CCZ-e´quivalent au polynoˆme x7 sur F32. Il
est alors e´quivalent a` un fonction de Welsh.
De´monstration –
Le the´ore`me 4.3 et la proposition 4.5 montrent que la surface X n’a que
des points singuliers isole´s. D’apre`s la de´monstration du the´ore`me 4.2 on en
de´duit que f ne peut eˆtre APN que si m ≤ 6. La proposition s’ensuit, d’apre`s
[4] et avec une recherche exhaustive pour m = 6.
5.5 Polynoˆmes de degre´ 9
Proposition 5.5 Soit f un polynoˆme de degre´ 9. Le polynoˆme f ne peut eˆtre
APN pour une infinite´ de m que s’il est e´quivalent au polynoˆme x9. Il est alors
CCZ-e´quivalent a` un fonction de Gold. Autrement le polynoˆme f ne peut eˆtre
APN que pour m = 6 et il est e´gal a` une fonction f = x9 + a6x
6 + a3x
3 ou a`
une fonction CCZ-e´quivalente.
De´monstration –
On peut se limiter grce aux proposition 2.1 et 2.2 aux polynoˆmes
f(x) = x9 + a7x
7 + a6x
6 + a5x
5 + a3x
3.
Si a7 = 0, on obtient
f(x) = x9 + a6x
6 + a5x
5 + a3x
3.
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Si, de plus, a6 = 0, on obtient un polynoˆme f(x) = x
9 + a5x
5 + a3x
3 dont
tous les degre´s des monoˆmes sont de la forme 2r + 1. D’apre`s [1] il ne peut
par eˆtre APN, sauf si c’est un monoˆme. Si a6 6= 0, on peut re´duire l’e´tude,
grce a` la proposition 2.2, aux polynoˆmes f(x) = x9 + a6x
6 + x5 + a3x
3 et
f = x9 + a6x
6 + a3x
3.
Si a7 6= 0 on obtient, d’apre`s les meˆmes propositions le polynoˆme
f(x) = x9 + x7 + a5x
5 + a3x
3.
Pour f(x) = x9 + x7 + a5x
5 + a3x
3, on ve´rifie aise´ment que la surface X n’a
que des singularite´s isole´es (voir ci-dessous). La fonction f ne peut eˆtre APN
que si m ≤ 13, d’apre`s la de´monstration du the´ore`me 4.2. La fonction x9
est un fonction de Gold. Pour f(x) = x9 + a6x
6 + a3x
3 avec a3 = a
2
6 6= 0 la
fonction f ne peut eˆtre APN ; pour f(x) = x9 + a6x
6 + a5x
5 + a3x
3 avec a3,
a5 ou a6 non nuls, la fonction f ne peut eˆtre APN que si m ≤ 8 (voir 5.5.2).
Un examen exhaustif des cas restant montre la proposition. La seule fonction
APN supple´mentaire que l’on trouve est une fonction f = x9 + a6x
6 + a3x
3
pour m = 6 de´ja` obtenue par Dillon [10].
5.5.1 Points singuliers de X associe´ a` x9 + x7 + a5x
5 + a3x
3.
La surface X a pour e´quation projective B6 + B4z
2 + a5B2z
4 + a3z
6 ou`
les Bi sont des polynoˆmes homoge`nes de degre´ i en x0, x1, x2 et ce sont
les e´quations des courbes X∞ correspondantes aux degre´s i. Par [18], les
polynoˆmes B6 et B2 sont des e´quations de re´unions de droites passant par le
point (1 : 1 : 1), de´finies sur F8 et F4 et le polynoˆme B4 est l’e´quation d’une
courbe irre´ductible. D’apre`s le calcul des de´rive´es de X, on e´tudie plusieurs
cas.
Cas n◦ 1 : x0 = x1 = x2. Les points de la surface X qui sont sur cette
droite sont ceux qui ve´rifient x40 + a3z
4 = 0 ou z = 0.
Cas n◦ 2 : x1 = x2. Les points singuliers de la surface X qui sont sur ce
plan sont ceux qui ve´rifient x40 +x
4
2+x0x2z
2 +a5z
4 = 0 et x60+x
4
0x
2
2 +x
2
0x
4
2 +
x62+x
4
0z
2+x20x
2
2z
2+x42z
2+a5x
2
0z
4+a5x
2
2z
4+a3z
6 = 0 qui est 2 fois la courbe
(x0 + x2)
3 + (x20 + x0x2 + x
2
2)z + a5(x0 + x2)z
2 + a3z
3 = 0. Un changement
de variable s = x0 + x2 donne, pour z = 1 : s
4 + x0(x0 + s) + a5 = 0
et s3 + s2 + x0(s + x0) + a5s + a3 = 0 qui sont deux courbes elliptiques
distinctes. Les deux courbes ne se coupent qu’en un nombre fini de points.
Cas n◦ 3 : x0 6= x1 6= x2 6= x0.
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Les points singuliers de la surface X sont ceux qui ve´rifient


a5 + x1x2 +B
2
2(x0, x1, x2) = 0
a5 + x0x2 +B
2
2(x0, x1, x2) = 0
a5 + x1x0 +B
2
2(x0, x1, x2) = 0
donc, par soustraction, qui ve´rifient


(x1 + x0)x2 = 0
(x2 + x1)x0 = 0
(x0 + x2)x1 = 0
D’apre`s l’hypothe`se, on a donc x0 = x1 = x2, donc on n’a rien de mieux.
5.5.2 Surface associe´e a` x9 + a6x
6 + a5x5 + a3x
3.
Si a3 = a5 = a6 = 0, la fonction x
9 est une fonction de Gold. Supposons
que l’un de ces coefficient soit non nul.
La surface X a pour e´quation projective B6 + a6B3z
3 + a5B2z
4 + a3z
6
ou` les Bi sont comme plus haut. L’intersection de la surface X avec le plan
x2 = 0 est la courbe Y d’e´quation affine
φ(x0, x1, 0) = B6(x0, x1, 0) + a6B3(x0, x1, 0) + a5B2(x0, x1, 0) + a3
avec B6(x0, x1, 0) =
∏
β∈F8−F4(x0 + βx1), B3(x0, x1, 0) = x0x1(x0 + x1) et
B2(x0, x1, 0) = (x0 + αx1)(x0 + α
2x1) ou` α ∈ F4 − F2.
Les raisonnements de Byrne et McGuire pour prouver le lemme 2 dans [3]
peuvent s’appliquer. On trouve ainsi que le seul cas ou` φ(x0, x1, 0) pourrait
eˆtre re´ductible est :
φ(x0, x1, 0) = (P3 + P0) (Q3 +Q0) = P3Q3 + P3Q0 + P0Q3 + P0Q0
ou` les Pi et les Qi soient des polynoˆmes homoge`nes de degre´ i. De plus le
fait que P3Q0 + P0Q3 = a6B3(x0, x1, 0) implique que P3 = (x0 + βx1)(x0 +
β2x1)(x0 + β
4x1), Q3 = (x0 + β
3x1)(x0 + β
5x1)(x0 + β
6x1), et que P0 = Q0.
Cela implique de´ja` que si a5 6= 0, la courbe Y est inde´composable.
On trouve donc que le seul cas ou` la courbe Y est re´ductible est le cas ou`
a3 = a
2
6 et a5 = 0. Dans ce cas, la surface X se de´compose en X = X1 ∪X2,
ou` X1 a pour e´quation x
3
0 + x
2
0x1 + x
3
1 + x
2
1x2 + x0x
2
2 + x
3
2 + a6 et X2 a
pour e´quation x30 + x0x
2
1 + x
3
1 + x
2
0x2 + x1x
2
2 + x
3
2 + a6 = 0. L’intersection
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de la surface X1 avec le plan x2 = 0 est une courbe elliptique d’e´quation
affine 1 + x30 + x0x
2
1 + x
3
1 = 0. Elle ne peut rencontrer les droites x1 = 0,
x2 = 0, x1 + x3 = 0 ou la droite a` l’infini qu’en 3 points chacune. Or elle a
au moins 1 + q − 2√q points rationnels d’apre`s la borne de Hasse-Weil, ce
qui prouve que la surface affine X1 a des points rationnels en dehors de la
surface (x0+x1)(x2+x1)(x0+x2) = 0 pour 1+q−2√q > 12. Par conse´quent,
f(x) = x9 + a6x
6 + a26x
3 n’est pas APN pour m ≥ 5. Pour m ≤ 4, le calcul
exhaustif montre que l’on obtient pas de nouvelles fonctions APN (cf. [4]).
Dans le cas ou` la courbe Y est irre´ductible, elle a au plus 1 + q − 20√q
points rationnels d’apre`s le corollaire 7.4 de [15]. Si la fonction f est APN,
la courbe projective Y doit avoir tous ses points rationnels contenus dans la
courbe re´union de 4 droites x0x1(x0 + x1)z = 0. Elle recoupe chaque droite
en 6 points au plus, donc elle doit avoir au plus 24 points. Cela n’est possible
que si m ≤ 8.
6 Applications nume´riques
Quand la surface X est irre´ductible, on obtient que la fonction f ne peut
eˆtre APN que si m ≤ mmax ou` mmax est donne´ par le tableau suivant.
d ≤ 7 9 10 12 15 17 21 23 29 36 41 49 50 70 83
mmax 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
Quand la surface X est de plus a` singularite´s isole´es, on obtient que la
fonction f ne peut eˆtre APN que si m ≤ mmax ou` mmax est donne´ par le
tableau suivant.
d ≤ 7 9 10 12 13 15 17 20 23 26 30 36 42 49 57
mmax 6 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
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